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1. INTRODUZIONE

Le trasformazioni finite, del gruppo delle rotazioni in un S,
possono essere construite a partire da una matrice antisimmetrica X,
di ordine #, nel seguente modo :

(1:1) x, == 3X X

dove gli (2) elementi distinti della matrice X, sono detti parametri
canonici ortogonali della trasformazione (1,1) e formano un tensore
doppio antisimmetrico x;;, nello spazio S, su cui opera il gruppo [1].
Tali parametri sono chiamati canonici, perché la trasformazione
inversa della (1) pud ottenersi cambiando semplicemente il segno
della matrice X, e cioé ai suoi elementi, e risultano orfogonali, perché
nella equazione caratteristica della matrice X = [#;,] :

(1.2) D@)=|X —al|=73 b(—ap==0
s=0

il coefficiente b, é dato dalla somma dei minori principali del 2.0 or-
dine estratti dalla matrice X, e poiché X é antisimmetrica, risulta
una somma di quadrati

(1,3) by=ah+ a4+ o+ xig

In un mio precedente lavoro [2], perfezionando un metodo pro-
posto dal FanTapprf [3] per il calcolo della funzione di matrice

n—1
(1,4 gX)=gl+aX+ - +g Xri=3% X
s =0
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ho dimostrato che la funzione g(X) puo anche svilupparsi cosi :
n—1

(LS) gX)=hIo+mh I+ - Fh_ Ty =Y hl
s=0

dove le I’ sono delle matrici costruite a partire dalla matrice X.
Accade allora che, mentre le successive potenze della matrice X, al
crescere dell’esponente (cioé al crescere del numero 7 delle dimensioni
dello spazio) diventano sempre pitt complicate e quindi poco adatte
allo studio della funzione di matrice g(X), le matrici I ed i relativi
coefficienti %, risultano molto pitt semplici, e ci consentono uno studio
pitt agevole della funzione g(X).

Nel precedente lavoro, adoperando questo mio metodo semplifi-
cato, ho calcolato esplicitamente le matrici I'y corrispondenti alle
trasformazioni finite ed in parametri canonici ortogonali dei gruppi
delle rotazioni degli spazi a tre, quattro, cinque dimensioni.

Lo studio di questi tre gruppi, risulta di utilita fisica, perché il
gruppo R; delle rotazioni dello spazio a 3 dimensioni (a 3 parametri)
¢ un sottogruppo del gruppo di Garirxo della fisica classica, il gruppo
R, delle rotazioni di S, (a 6 parametri), ha dal punto di vista com-
plesso, la stessa struttura del gruppo di LORENTZ ristretto della
fisica relativistica, mentre il gruppo Rjs delle rotazioni di Ss (a 10 pa-
rametri), ha la stessa struttura complessa del gruppo d¢ FANTAPPIE [4].

In questa Memoria mi propongo di semplificare ulteriormente il
precedente metodo per il calcolo delle matrici I e di applicarlo allo
studio del gruppo delle rotazioni Rg¢ dello spazio a 6 dimensioni
(a 15 parametri), il quale risulta isomorfo al gruppo conforme, utiliz-
zato da vari Autori, per costruire una «relativitas di tipo conforme.

Nel gruppo, conforme intervengono anche i moviments unifor-
memente accelerati, accanto a quelli uniformi che figurano nella rela-
tivita ristretta [5].

Tale studio c¢i consentirda di mettere in luce la struttura delle
matrici %, le quali possono pure essere costruite in modo assai sem-
plice utilizzando vari tensori antisimmetrici dedotti a partire dal
tensore doppio antisimmetrico x;, le cui componenti sono gli (3)
parametri canonici ortogonali del gruppo delle rotazioni di S,.

2. SVILUPPO DELLA g(X) SECONDO LE MATRICI T,

Richiamiamo brevemente, introducendo alcune semplificazioni,
il metodo esposto nella precedente memoria [2].
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I1 Faxrappif [3] ha dimostrato la seguente formola che ci per-
mette di calcolare la matrice g(X) :
1 [ I'(2)

X)) = —
1) 8 (£) 27517.!CD(oc)

g(@)da

dove si é indicata con ['(2) la trasposta della aggiunta della matrice
X —al e con D (=) il polinomio caratteristico (1,2).

La curva C di integrazione é poi una curva chiusa (separatrice)
della sfera complessa, che lascia all‘interno tutti i punti dove gli
elementi della matrice I'(x)/D(2) sono singolari e lascia all‘esterno
tutti i punti singolari di g(«).

Se allora sviluppiamo la matrice ['(2) secondo le successive po-
tenze di «

n—1

(2,2) I'(a) =¥ (=2t 1
s =0

veniamo ad introdurre » matrici I', ¢ cui elementi sono polinomi omo-
genet di grado s (s = 0 + - - n — 1) nei pavametyi canonici ortogonali x,,.
TLa (2,1) si pud quindi scrivere cosi:
l n -1 r (_ l)n.—-s-vﬂl g(y) (i.’/

(23) gX) = - v 1| S £ Ny
JC D (U) s =0

dove si é posto

4 hoo Lo e
(24) s 271 } ¢ D (%)

Ora, se lequazione caratteristica (1,2) della matrice X ha le
radici caratteristiche «;, ciascuna di multiplicita %, avremo :

(2,5) =V . ‘L—.‘T'

Sostituendo nella (2,4), e ricordando la formola di Caucuy per
il calcolo dei residui, otteniamo per le ki, la seguente espresione :

(2,6) b= — vy S g ) B

ik k’l 9 = 0o

dove l'esponente & posto in parentesi, indica la derivazione k-ma.
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In particolare se le radici sono tutte semplici, la formola prece-
dente si riduce alla

(2,7) L ho=— X (e g () ¢

Se vogliamo poi trovare il legame che passa tra le matrici I e la
matrice X, basta osservare che il prodotto di una malrice per la tra-
sposta della sua aggiunta, da la matrice D () I, cioé:

(X —al) - I'(e) =D () I
Tenendo conto delle (1,2) e (2,2) avremo
n—1 n—1
(X —aD[ Y (—ap 11.) — (= I+ % by (—ap—t]

s=0 s=0

Uguagliando i coefficienti della potenza (— «)* ~*~! otteniamo la
formola ricorrente

(2:8) -Z-,Sv!»l = bs~i-1 I - X ]vs

mentre uguagliando i coefficienti della (— «)* si deduce che
(2,9) Iy=1

e queste due ultime formole ci permettono di costruire le matrici
I'; una volta nota la matrice X.

3. SEMPLIFICAZIONI DEI, CALCOLO DELLE MATRICI I

Sebbene le considerazioni svolte nel precedente paragrafo val-
gano per una generica funzione di una qualunque matrice X, qui
studieremo le matrici I'; nel caso pitt semplice in cui la matrice X
risulta antisimmetrica e la funzione di matrice sia del tipo parti-
colare g (X) = e¥.

Nella equazione caratteristica della matrice X, data dalla (1,2),
i coefficienti b, sono le somme dei minori principali di ordine s
estratti dalla matrice X [6]. E siccome ogni determinante di una
matrice antisimmetrica di ordine dispari é nullo, se ne deduce che

(3»1) bZ;—Z-l - 0
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In conseguenza, applicando le (2,8) e (2,9), otteniamo le seguenti
espressioni esplicite delle matrici I75:

]—,_I -—F3=X3+&'2X
0 — — 4 2

(3.2) _In—x Iy=X*+b,X2+0,1
'2=X2+bzl ......

La matrice I', é identicamente nulla per il teorema di CAVLEY-
HamILTON, secondo cui « una matrice X soddisfa alla sua equazione
caratteristica ».

Utilizzando questi risultati, ho calcolato esplicitamente le ma-
trici Iy ed i coefficienti %, relativi ai gruppi delle rotazioni negli
spazi a tre, quattro e cinque dimensioni. Tuttavia, non appena si
voglia estendere lo studio al caso del gruppo delle rotazioni dello
spazio a 6 dimensioni (# = 6), il calcolo delle matrici I, risulta di
nuovo molto complicatto e laborioso. Occorre quindi introdurre
delle nuove semplificazioni che permettano di ridurre al massimo
i calcoli.

A questo scopo osserviamo che essendo I',= 0 ed avendosi d‘altra’
parte, in base all (2,8) I, =0, — X I',_, tisulta:

(3,3) by I —X T, =0
Nel caso in cui # € dispari, b, = 0 e quindi :
(3,4) XTI, ;=0

Se invece # é pari, otteniamo

(3,5) XTI, ,=0b,1

Dalla (3,4) non é possibile ricavare I',_;, perché la matrice X
(antisimmetrica di ordine dispari) é singolare, cioé a determinante
nullo. :

Invece, nel caso in cui # é pari, la (3,5) ci fornisce subito :

(3’6) F"-—l = bn AX-—1
ed applicando la (2,8) si ricava pure che
(3,7) I, ,=—X10,_,=—20, (X7

Ora, il calcolo della matrice X! risulta particolarmente semplice,
se applichiamo opportunamente le proprieta dei determinanti anti-
simmetrici.
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Intanto, essendo X di ordine pari, il suo aggiunto sara pure anti-
simmetrico; inoltre il det X ¢é il quadrato di una funzione razionale
intera dei suoi elementi

(3,8) |XI|= !xik[=(x12\/X—22+x13\/X_33+ o 2y, VX2

dove si sono indicati con X;; i complementi algebrici degli x;;, e la
espressione entro parentesi ¢ il cosiddetto «pfaffiano » della matrice
antisimmetrica X.

Una ulteriore semplificazione nel calcolo di X~! si ottiene poi
tenendo presente che ogni minore di ordine wn-1 estratto da una ma-
trice antisimmetvica di ordine pari X, ¢ divisibile per il corrispondente
pfaffiano, il quale quindi non é altro che il massimo comun divisore
dei complementi algebrici di X.

In tal modo le ultime due matrici I, e I',_; difficili da ottenere
tramite le (3,2), possono essere facilmente calcolate tenendo conto
delle (3,6) e (3,7).

4. CALCOLO DEILLE TRASFORMAZIONI FINITE,
IN PARAMETRI CANONICI ORTOGONALI, DEL
GRUPPO DELLE ROTAZIONI DI S

11 gruppo delle rotazioni dello spazio a 6 dimensioni, ha 15 para-
metri. Indicheremo con 7, #,, 73 1 tre parametri canonici ortogonali
della rotazione spaziale, con v, v,, v; quelli del trascinamento, con
t;, t,, ¢y 1 parametri della traslazione nello spazio e con #, quello
della traslazione nel tempo. I rimanenti 5 parametri corrispondono,
come é noto [5], rispettivamente alla accelerazione spaziale (a,, a,, a5),
alla componente temporale della accelerazione (a,) ed alla dilata-
zione (dy).

In conseguenza, la matrice infinitesima del gruppo delle rota-
zioni dello spazio a 6 dimensioni, dara data da:

B 0 €] — 73 V| — tl a, -
— 73 0 7 Uy | — tz ar
£ — 7 0 V3| — t3 as
(4.1) X = —v —v, —ul 0|—1f| a
b it 0] 4
"4y dy — ay| — agf — dy| 0 _|
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cui corrisponde- la seguente equazione caratteristica :
(4,2) D@)=|X —al|=a0+bya*+ bya®+ bg=0
con :
(b2=72—|—7)2+t2+t02+a2+a02+d02
(43 Phy= (VX124 (tor FEtAVZH(E X124 (gqpr +aAV)?+
')1 (ot +a At 4 (@ X TR+ (pa+ agt -+ do VP2
bg = [ty (r X a)+ag(rxt)y+dy(rxv)4+vx(@Aatp?

Le trasformazioni finite, in parametri canonici ortogonali del
gruppo delle rotazioni di S¢ sono espresse dalla (1,1), con

(44) X =hgTy+h T, + hyTy+ by Iy + hy I’y + hs T's

dove i coefficienti %, sono dati dalle (2,7), mentre le matrici Iy pos-
sono essere calcolate applicando quanto si é detto al n.° 3, mediante
fe seguenti formole :

(45) F():I, F]_:—XFZZXZ-szl,IYZXIYZ
F4= —bs(X_l)z; F5=bﬁ X_I;F6=0
La matrice I, é simmetrica, ed i suoi elementi risultano, a calcoli
atti, 1 seguenti (¢, £ =1, 2, 3):

/’ (Lg) = (7)2+52+t02+612+a02+d02)5ik+7’f 7p—V; Vp—Lily—a, ay
— (IR)is =t AV - tot +aga; () =7+ 2 + a? + dg?
4.6) { (Iis =tAt + 14V dya; (I)ss = 12+ v+ a? 4 ag?
— (D)ig=dot —agv+r1 A a; (Iy)e =172+ v2+ 12 412
‘ (ID)ss = VXt —agdy; ()= —a X V—1iydy
Vo (IR)ss=txatta ’

La matrice I'; é invece antisimmetrica ed i suoi elementi sono :

c(3)in = tolbot + t AV) +ag (apt +a A V) + do(dor +t A\ a)
\ +t-(r Xt)+v-(rXvVv)+a-(rxa) . :
\(F3),-4=t0(doa+r/\t)-|-ao(d0t+r/\a)+v-(t2'+a2+a02)
+r-(rXv)—t-(vxt)—a-(axyv)
(I3)is =t (ag@ + rAV) 4 do(agV + rAa) — t (92 + a2 + ap?)
(4,7)! +r-(rxt)ft-(vxt)fa-(axt)
(I'3)is = ag (ot + 1 AV) +dy (o v+t AL) + a(v2 4 12 4 £32)
+r-(rxa)fv-(axv)ft(@axt
(I)ss=1do (@ X V) +ag(a xXt)+VvX(AL) —1i (a2 + 72)
‘.‘ (IRas=dp (v X t) —t5(a X t) + v X (rAa) + ao (2 + £2)
(D)=t (@ X V) +ag(r X t) +a X (rAt) — dy (2 + v2)
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Per il calcolo di I'y e di I's occorre valutare la matrice X1, cosa
che si fa calcolando la matrice « aggiunta » di X (formata cioé dai
complementi algebrici di x;;) e poi prendendo la trasposta di tale
matrice divisa per il determinante di X.

Ora, in base alla (3,8), si ha

(4.8)  det X = (%, VX + %13 VX33 + - 4 %16 VXe6)2 = b6

e la Vbg é il «pfaffiano » della matrice X.
Possiamo quindi scrivere

(4,9) I's =t X~ = b+ \/—6 ", = Vs Iy

dove si é indicata con I, la matrice (i cui elementi sono polinomi dil
2.0 grado) ottenuta dividendo l‘aggiunta della trasposta di X per il
relativo pfaffiano Vbs.

La matrice /7, risulta antisimmetrica, ed i suoi elementi si cal-
colano facilmente. Essi sono :

p— ot dov — a7
w=dor +apt=v

)
)
),5_a0r+a/\v_r
Dis=1loF + VAt =1u

(@45=axr=‘50
(]:2)46=t X = o
[ (I2)s6 =V X T = 0y

|@|.ﬁl$|

(
meE
G

dopo di che, la matrice I, si calcola subito. Si ha infatti
= 2

@iy L= b= - Ver ) — 1
6

Tale matrice risulta simmetrica, coi seguenti elementi :
(L =020 — 000 — ViV — T, Tp — % %

Iy = —Voa—ror—{—o/\v
(4,11) { —(Lys = Tov+ 5ooc+o/\r
| — (T)is = 07 — gy +0A

— (I'a)ag = v2 + 792 + a?
— (LIg)ss = 72 + 792 -+ 6¢?
— (Fy)es = o2 + o2 + o?

(Tyas =v X T — a5 89; (Iy)as = — & X ¥ — 8 To-
(Ty)ss = & X T 4 a9 T

T.a matrice I’y ha quindi una struttura simile a quella della ma-
trice 1.
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Abbiamo cosl scritto esplicitamente le 6 matrici che interven-
gono nello sviluppo della funzione di matrice e*, la quale ci da tra-
mite la (4,4) le trasformazioni finite, in parametri canonici ortogonali,
del gruppo delle rotazioni dello spazio a 6 dimensioni.

Se nelle matrici ottenute poniamo a =0, 4, = 0, dy = 0 otte-
niamo le matrici relative al gruppo delle rotazioni di Ss; ponendo
ancora t =0, fp = 0, otteniamo le matrici del gruppo delle rota-
zioni di Sy, ed infine, per v = 0 ricadiamo nelle matrici del gruppo
delle rotazioni di S; che ho calcolato nella memoria [2].

5. TENSORI ANTISIMMETRICI E GRUPPI DELLE
ROTAZIONI

Abbiamo visto che i parametri canonici del gruppo delle rotazioni
dello spazio ad # dimensioni, in numero di (), formano un tensore
doppio antisimmetrico x;, dello spazio S, su cui opera il gruppo.
A partire da tale tensore x;, si possono costruire dei tensori antisim-
metricimedi vario tipo. Accade allora il fatto interessante che le ma-
trici I’y da noi introdotte, si lasciano esprimere in modo assai sem-
plice tramite tali tensori.

Distingueremo il caso in cui # € pari da quello in cui é dispari.

I caso. n dispari, cioé n = 2v + 1
Posto

(s4+1) ... 23: (25)!

5,1 N, =
(5.1) 28 sl.2s

(s=1,2...%)

é possibile costruire i seguenti tensori antisimmetrici di rango pari,
a partire dal tensore x;, (il numero entro parentesi indica il grado-dei
polinomi con cui vengono espresse le componenti del tensore) :

(1 __ ) 7
(5,2) { yik = Xit , yin kyizhky — N2 x[il ky xi?— kai
( _ .
Vi kyiskyisks = N, iy by Xy by Kiz 3]
ed in generale :
(s) _ :
(5’3) yixk_l iaka vt iy kg T NS x[il Ry Kighy + - xi.\‘ k]

da questi tensori antisimmetrici di rango pari si possono ricavare
altri tensori di rango dispari, nel seguente modo
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(s i A In—2s iy kyigk ] (s)
(5:4) 3'?-;7.2-“/1»:—2:—"]‘ 2, M2 iy 2"'15}“ yi;kl"'isks

dove si é indicato con #¥2-i il tensore di RIccI.

2.0 CASO. n pari, cloé n = 2v

In questo caso, i tensori (5,3) sono tutti di rango pati, mentre col
tensore di Riccr si ricaveranno altri tensori antisimmetrici, ancora
di rango pari, ed uno scalare

) i By i v)
(5’5) Yo = ntlk”zkz" v by yg;k!izkz cec iy ky

Fatta questa premessa vediamo in che modo le matrici I, possono
essere espresse tramite i tensori (5,3) e (5,4) costruiti a partire dal
tensore doppio antisimmetrico ;.

1.0 Gruppo delle rotazioni dello spazio a 3 dimensioni (n = 3)

In questo caso, con riferimento a quanto detto nella memoria [2],
la matrice X é la seguente :

| 0 vy — 7y |
(5,6) X - _— 73 O 7’1 l - [;\:ik]
L 7, —n 0 |

cui corrisponde la equazione caratteristica

(5,7) D)= —o—bya=0
con
(5,8) 172 — 7’12 + 1’22 + 732 — 72

‘e si verifica che le tre matrici I, sono date da:

— ¢

(5.9) Iy=1[84); I'=— ¥1; D= 9]

1) .
con Y =2y W =,

2.0 Gruppo delle rotazioni nello spazio a 4 dimensioni (n = 4)

Alla matrice X

0 r3 — 1| v
(5,10) X = 7, — 1 0] v

—vl -—vz —'U3l 0
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corrisponde la equazione caratteristica

(5,11) D (o) = a* 4+ by a2 4 b,
nella quale
(5,12) - by =724 v2; by = (r X v)2

I.e matrici I risultano avere la seguente struttura

To=[0a); It = — [y%)]

5,13 ‘
(5.13) | = 0 s Ty o B

e lo scalare 9§ = r X v non é altro che lo pfaffiano della matrice X.

3.0 Gruppo delle rotazioni nello spazio a 5 dimensioni (n = 5)

La matrice X

0 r3 —7n| v | —§
— 73 0 7| vy | — &
(5’14) X = Yy, — 71 0 Uy — t3
—v —vy —u3 0 | —1
t bty f | O

ha per equazione caratteristica

(5,15) D)= —a°—tbrod —bga=0

con

(5.16) {1)2=72+v2—|—t2—[—t02

by=(t X V24 (r X2+ (fr+tAV)?

e le cinque matrici I’ si possono scrivere nel seguente modo

= [84]; Iy = — [y%]
(5,17) Fz— 513 yéiz] =P yi
—@ Q@
= [yi yi]

dove il vettore y® ha per componenti (a =1, 2, 3)

(5,18) YW =ttt AV; YR =rxt; W=rxv
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4.0 Gruppo delle rotazioni dello spazio a 6 dimensioni (n = 6)

Per quanto si € detto al 1.2 4 e tenendo conto dei risultati prece-
denti, si verifica che le 6 matrici I'; possono scriversi cosi

Fo_= [%kl ; Iy = —_[yﬁ:i’]_
(5,19) Ty =[5 vl Ti= 2 9,

|
|
= —® —@q |
Iy=[R 91 Is =90 HR] |

e da tali espressioni si vede subito che esse risultano alternativa-
mente simmetriche ed antisimmetriche. I,o scalare 3’ non é altro
che lo pfaffiano della matrice X.

Se esaminiamo allora la struttura delle matrici I';, espresse in
funzione dei tensori antisimmetrici che si possono estrarre dal ten-
sore x;, ¢ facile scrivere le seguenti formole generali, che abbiamo
controllato per » = 1, 2... 6, ma che riteniamo possano valere anche
per #n qualunque :

| Ty=[64]; It = — [y¥]
FZs = l:ys: Ay + oo j'n—zs—l ys:)), A v o 111'—2;—1]

Doy = (W83 0 Amns Y00 oo+ Augg_nit]
I''=0 (s=1,2...9)

(5,20)

Otteniamo in tal modo una semplice espressione esplicita delle
matrici I'; con le quali é possibile sviluppare una generica funzione di
matrice

n—1
(5.21) gX) =Y g I
s=0

nel caso in cui la matrice X risulta antisimmetrica.
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