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RESUMEN

El objeto de este trabajo es dar unas condiciones necesarias y
stficientes que debe cumplir una funcién para que sea representable
mediante la Transformacién Generalizada de Whittaker.

Elegimos esta transformacién por comprender a las de Meijer
Generalizada de Laplace, Integro-Exponencial, Transformacién de
Laplace y transformacién de Laplace con exponente complejo, con
lo que quedan establecidas dichas condiciones para todas las trans-
formaciones citadas.

INTRODUCCION

En un trabajo anterior (1) hemos introducido la transformacién

o
i
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0
que designamos con el nombre de Transformacién Generalizada de
Whittaker por tener en su funcién asociada la funcién de Whittaker
y comprender para ciertos valores de los pardmetros «, § y » a
las transformaciones de Meijer, Generalizada de ILaplace, Integro-
Exponencial y de T.,aplace. Siendo para ¢t -0

Wim@) =0 £mt1)
1
y para t - oo, W, ,, (£) = e 72 1% [1—{—0 (;)J
la integral converge para R (f —y) >0y R(1 —y) > 0.
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Es nuestro objeto dar las condiciones necesarias y suficientes para
que una funcién f(z) sea representable por la transformacién Genera-
lizada de Whittaker, mediante la definicién de un operador, siguien-
do la pauta de un trabajo de Saksena (2) que resuelve andlogo pro-
blema para la transformacién generalizada de I,aplace.

Definimos el operador

v | f | = 2
q[%]_ I'(g+1) \” ”“lqm 12]

en donde g =1, 2,...v
[’7(1 !:f(z)] = (*‘ 1)9 z0=v=2—q D9 [zr+2-a ]t(z)]
a

siendo D =x?2—(¢=0, 1, 2,...)
dx

y demostramos los dos lemas siguientes :

IeMA I. Si o) es una funcién real o compleja definida sobre
el semieje real (0 <?¢ < 4 o) y tal que sobre todo él se pueda aco-
tar de la forma

Lo (8) | < M M)

siendo M independiente de ¢, y M() > 0 una funcién no negativa
y no decreciente

0 <M@Et) <ME); 0<t<?)

Si existe ademds una funcién uniforme no negativa y = yx (p)
finita o infinita 0 < y < 4 o tal que esté relacionada con la fun-
cién et por la condicién M (xf) e—*®* = o(t~?) (3]
para todo $ > 0 y uniformemente respecto a ¢ dentro de cualquier

dngulo contorneado |p| < ' < g

ra

Se verifica entonces que

e - . F n B —y—
=] e 30 s 1@ @37 k0
0

con ¢ >0, define una funcién holomorfa en |p| < z ,o=a> —
x
siendo

U, [f(2)] = F, (2)
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DEMOSTRACION. —Teniendo en cuenta la desigualdad
, =5 Wi wlt) | < et | (5]
y las hipétesis del lema I, tendremos :

¢ B
[T WL wrread L) ()2 ()| <

<le# (at)f—a—r+aa(f) | < M |e~® (zt)f——v+a M (t) | <
< M|M(gyt) e (st)p—e—r+1| <
< M, (Qt)—#aa (B—a—y+d) < M, (at)—p+R (B—a—v+q)

a
guiente las integrales [4] convergen absoluta y uniformemente en
todo 4ngulo || < 6" < 7=/2 excluyendo un entorno del origen

siesp>a> 1 y to > H(1, p, &) es decir, desde ¢ > E Por consi-
x

|z2| < @ de amplitud a > 1 , es decir, para p > a > 1 Aplicando el
X x

operador U, a la funcién f(z) definida mediante la transformacién
generalizada de Whittaker [1], teniendo en cuenta que podemos de-
rivar debajo del signo integral, y usando la relacién

ﬁﬁ%[e'%”%m(@”]==“6‘%W%Hnn@>@V“ 6]

facilmente encontramos

U =[ AW nvad L e E e (7
0

I,EMA II.—Para casi todos los valores positivos de u se verifica

im V, [ ()] = « ()

g—>00

DEMOSTRACION. — En efecto, en virtud del lema I, serd

v =" [ e, . =

_ ”"_’f'*_yiﬂjﬁwg ~BWE iy b1 (q—t) (ﬁ) o (1)t
I'g+1) J,
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Teniendo ahora en cuenta el comportamiento asinténico de la fun-
cién de Whittaker (3) pdg. 343, que establece W, ,, () ~e~¥? ¢
para t — oo vilida para |arg {{ < x y la convergencia uniforme
de las integrales [4] y del paso al limite respecto a la variable de
integracién en cada intervalo finito (0, T) tendremos

ﬁm Vo [H(u)] =

—1 pat+y—B+1 B
— lim “—q—J e Wiram (ﬂ) (ﬂ)i ~1=¥ o () dt =
u
0

g0 I'(g+ 1) u
w1 a+ B+1 B
B T ALY 3 (ﬂ) (?f)z 17, () dt =
—1 gaty -B+1 [ B-a—y+q
— lim “Q—J e—i—f(ﬂ) o (t) dt =
¢>oo I'(g 4 1) u
+1 oo
— lim 7 e~ L1 d () dt
I'g + 1) ustt yb—o—v .
B g1
con @) =th-e7vqit); K== —a+1lym==— —.
@) () 5 +1y > 3
Pero @(f) cumple con las siguientes condiciones:
a) Es evidente que D(f) = tP—27 «(f) es integrable.
en (R-! <t < R) para cada R > 1.
b) J e~ tP—a=7 o (¢) dt converge para un ¢ > 0.

1
En efecto, la funcién subintegral la podemos acotar como sigue :

|th—a=7 q(t) e~ | < M |tP—2Y M(f) e=%| <
< M |tb-a=v M (cyt) e~ |
para ¢ > a > ! > 0 y por tltimo
y4
M|tf=2=v M(cyxt) e | < M |tF=2=7| (ct)~?

1
¢) Evidentemente la integralj D)t dt
0

converge para un 7 fijo.
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Podemos, pues, aplicar el teorema de Widder (4) pag. 283, y
concluimos finalmente que:

q‘l+l

lim V,[f(#)] = lim ,
g—>00 ! [£(ae)] g—>oo ['(g + 1) u?*! ub—e-7

PO a

uﬁ_a—'}’ -

J e~ 51 Oyt =
0
para casi todo valor positivo de #, c.q.d.

TroREMA.—Ias condiciones necesarias y suficientes para que
f(x) sea representable mediante [1], con f —a —y > —1 y «ff)
acotada, son :

1) f(x)eC® en (0, o)
2 i) =0(§) (0, o)

3) V]I <K O<x<o) g=1,2,...

En efecto, por el lema I sabemos que Fy(z) = f(2) es una funcién
holomorfa en |p| < #/2 ya que «(t) acotada corresponde al caso de
M(#) == 1, pudiéndose tomar y = + oo, 0 sea, 1/x = O. En parti-
cular serd holomorfa sobre todo el eje real y por consiguiente se
cumple la condicién 1).

La condicién 2) resulta de usar la acotacién [5], pues para
B —a—y> — 1 tendremos

MI'f—o—y+1)
X

fx) <— J o (wt)P=e=vd (xt) =
X
0

Para demostrar la tercera condicién usaremos la desigualdad [5]
para acotar V,[f(x)] como sigue:

g+l 4170 4 (qh\p-a—v+e _
Ve < T f )T o =

__ J om0 VB-a-vte | o (o) | dV < M B2V Hg+1)
g+ 1), (g + 1) gf~o=

Para acotar el segundo factor consideremos la funcién que resulta
de sustituir ¢ por z, o sea,
Iet+p—a—y+1)
Iz + 1)2f—o—7
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Esta funcion la podemos acotar teniendo en cuenta que para
I'(z+&4+1)
I'z+4+1)

en donde %(z) es una funcién holomorfa de z = p ¢ en el plano cor-
tado por el semieje real negativo que se conserva acotada en la re-
gién definida por

{lpl<d<aman{lz]| =& <|E]}

RE> — 1 es = 2* h(2)

segin (5) pag. 422. Tendremos entonces

I'z+p—a—y+41)
| I+ 1)z8-e7

= | A(z)|

con |h(z)] que se conserva acotado en particular en el segmento defi-
nido por

{I) =0} N {R(x) > &> [B—a—7|}

y también en el segmento {/(z) =0} N {0 < R(2) < &} por la ho-
lomorfia de %(2), y por consiguiente en todo el semieje real positivo,
con lo que concluimos finalmente que también se verifica la con-
dicién 3). Es pues

[V, @] <K (0<x<e) g=1,2,...

y por lo tanto queda demostrado que son necesarias las tres condi-
ciones.
Consideremos ahora la integral :

(xt) (xt)5 =1 V, [#(t)]dt

e xb
I =| e~3 Ws g 1
Jo 7-a+1,—2~—7

que converge en virtud de 3) y que mediante un cambio de variable
y teniendo en cuenta que

v 1(8)] = g v e =12
o)l T g+
nos quedard expresada en la siguiente forma :

qa+7—ﬂ

I = mj{)h(v, x) Uq []‘(7))] dv
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con

1w xq\ [xqg\8 _ _
h(v, x) = —e > W B 8 1—_)_—71
©. %) ¢ 7 eth g - ( ( )2

2\v/\v

Por otra parte tencmos:

U, [/(0)] = (— 17 (”[Tdv) [07+23 f(0)] =

JlQ

= (= 17% bowr w2 e )] =
s=1

q s . s—k—1
=(- 1y y (S> II (a—j). /™ (v) o* =
s=1 k= i=0

k
q
=¥ G /™ (v) [8]
r=0
de donde obtenemos
I ga+r-# J"‘;( ) E"J C, /) (v) v d
= —— | Ay, x , v) v dv =
rg+nl, 5
aty—B
_ 9 y 7 Cr
F(LZ + 1) r=0

con

I, =J h(v, x) [ (v v dov
0

Integrando por partes reiteradamente tendremos :

| 1002 o, ). 1o
0 ov”

si
o9 0) L 1k (o, ). 7] >0 9
r-1-8) () — 1 h (v, x). v'] —
v~ )V [
con p=20,1,..., »—1, tanto para v - 0 como para v - o

Para demostrarlo hallaremos primeramente la derivada de orden #,
observando que es :

h(v, x) v = ‘F(ﬂ) vl
v
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Siendo

v

*q\ _ -1l X9\ (*¥9\5 -v—1
P () = 1 (V) ()
una funcién homogénea de grado cero tendremos por el teorema de

Euler
r—1 7 —2
N A (ﬂ __ v T(ﬂ)
dvl v Ox | 71 4
2 r—1 2 r—3
ol [ (ﬂ _P [y (ﬂ)
o2l x v ox2| x*—2 )
y en general
b r—1 p r—p—1
S (o al
ovt| v oxP | «—? v
0 sea
" »
3_ 1Y f_q_) — (_ 1)P .Uv—?—lei xp—r T(ﬂ) [10]
ov? v ox® v

Y teniendo en cuenta

i[x”"‘/z W, m (%) e—%]z — =l Wy %,m_% (x) e=#2 [11]

ax
obtenemos finalmente
or xr 2 g
TN i, v). v |=(—1p0r—p1+rZ Sy (1)} P) W e b s 1 xq
R L RS eI (4 o L AU
B kE gkp—k—1
.(ﬂ)i‘l—?q_ II (p_,,_y_j).xk—f—y [12]
v v* oo

y también por [5]

< -Ur—ﬁ—l+r£§: (?) e~ ?(ﬂ)ﬁ_a q_k
- q’t=0 k 2 ok

Por dltimo tendremos que hallar el comportamiento de las fun-

p—k—1 )
IIO (p—r—y—1). 2+~ [12%]
=

ciones f(* (v) para v >0y v — oo.
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De la condicién 3) deducimos que

J’Vq [f ()] dx=0(x) x> oo

V]

Por medio de [8] y un cambio de variable, la anterior integral se
convierte en

qa+7—ﬁ+1 o é C, g 1 f{r) (q,v) dv
Ilg+1)), r=o

cong=1,2,... Parag=1 serd

J 64 ¢ pona

1/x
Existiendo por 2) la integral del primer sumando, también existird

(o]
J f1(v) dv y tomando sucesivamente g = 2, 3,... vemos que con-

1/x
vergen todas las integrales

o0
J 1 f{r} (Wdv r=0,1,...
1/x

Integrando ahora por partes resulta

oo o
J =1 f(r) ('U)d’l) = o1 f(r— 1) (‘Z)) .
1/x 1/z

— (r — l)j V=2 fr=1) (v) dv [13]
1/x
que nos dice que existe
lim =1 f'=V (v), es decir, /=Y (v) =0 (v7"+); v > 00 ; [14]
7r—>00

y por aplicacién del teorema de HARDY y LITILEWOOD, (4) pag. 193,
tenemos

fr=Y (0) = 0 (v™*1) v > o (15]
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en virtud del cual [13] se convierte en

x7—1
1/z 1/x

JO:)r—l 1 () do = — /_('_—___l)(l_/f_) — (r— 1)J°;'-2 =V (v) dv

y siendo ambas integrales O(x) también serd

r— 1 = 7 — oo

=0 (;)—om x [16]
y

fe (1) =0 (&) x>0 (7]

Teniendo en cuenta [12], [12*], [14], [15], [16], [17] y por ser
Wi (1) =0 (x£m+%) x>0

se demuestra facilmente que [9] tiende a cero para v -0y v - oo
La integral I, mediante [10], para p = 7 se transforma en

o , o
I, = ( fo)x 5—’11 (%, v) dv

%
"0
y por tanto
+y—B [ o
I =LJ 1@ % C w-L h(x, v)dv =
I'(g+1) o ,=0 ox"

_ gt J 1) U, « [h(w, %)) do
I'ig+1)J,

en virtud de [8]. Si calculamos ahora U, , [(v, x)] teniendo en cuen-
ta [5] obtenemos

+v=8 (1 xq\ [xq\Pl—7-1
_ 7 J _E—Q%WLWH,%J(J—) (—q) f(v)dv =

7 2
0

~ .ﬂ.ﬁ_ J e~ xgt (xqt)ﬂ—a"'}"l'q f (_1) at
Ig+1J,
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para ¢ - oo, y

lim

LNy it
g—oo I'(g + 1)

e~ (x t)ﬂ—&-—rﬂf(-
[ e (1)

g+1 [
()T eyt J e~ 18 B (f) dl

0

= lim
40 I'lg + 1)

con

0 = i’ (7)
Siendo
D) =0 (B (0<t< oo)
la funcién @ (¢) cumple con las condiciones :
a) ®(t)el (R"!<v <R) para cada R > 1.
b) J oo@ (t) e—° dt converge para ¢ > 0.
1

1
c) J @ () t* dt converge para 7 > 1.
0

y podemos aplicar el teorema de WIDDER, (4) pdg. 263 resultando :
g1 ree \
m __(xq) xﬂ“"""lJ e PO (N dl =D (l) AP r—1 = f(x)

g—o0 I'(qg + 1) o X )

para casi todo valor positivo de x.

Siendo

Flat) = e~ 7% WE ooy B _L(at) (st)Ph=7"1 € L (0 < x < o)
y V, [f()] uniformemente acotada, se puede aplicar el teorema lla-
mado de compacticidad débil, (4) pag. 33, que demuestra la exis-

tencia de un subconjunto {g;} y una funcién acotada tal que

lim fooF(xt) Vi [ft)] dt = FF (xt) o (£) dt
t—)OOJ 0 0
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Habiendo ya demostrado que el primer miembro tiene por limite
f(x), nos queda por tultimo que

flx) = JOOF (x2) o (£) dt

0

como querfamos demostrar.

La transformacién Generalizada de Whittaker para valores par-
ticulares de sus pardmetros, (1), se convierte en las siguientes :

Transformacion de Merjer :
a=1—K+m;B=2m+1;y=m+ K

Transformacion Generalizada de Laplace :
oc=m—-K—i—%; f=2m+1;9y=0

Transformacion Integro-Exponencial :
a=2;f=2—v;y=1—9v—0¢
Transformacion de Laplace :
ao=14+mFm; =2m+1;y=m+m
Transformacién de Laplace con exponente complejo :
a=14+mt+m; f=2m4-1;y=m+m—2

Por consiguiente, calculando el operador diferencial V, para cada
transformacién tendremos los correspondientes teoremas de caracte-
rizacién, que aparecen ahora como corolarios del teorema anterior,

y que por brevedad en la exposicién lo daremos en uno solo de la
siguiente forma :

Cororario.—Las condiciones necesarias y suficientes para que
f(x) sea representable mediante una transformacién de las citadas
anteriormente con «(f) acotada, son :

1) f(x) e C° (0 < x << o)
2) flx) =0(1/x) (0 < x < o)
3) Transformacion de Meijer :

9 g | P f (1)‘ <K
ax? x

I'ig+1)
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Transformacion Generalizada de Laplace :

—2m—K-+3/2
q /

I'ig+1)

ERS IR

Transformacion Integro-Exponencial :
qz—a

g el ] e

Transformacion de Laplace:
A

rer” a7 ()]

Transformacion de Laplace con exponente complejo :

d_q[ 1—1f<2>—HgK (4 real > — 1)

1
xK—m——+q'

xv-HH-q .

<K

1-2
9 y—Ate

I'(g+1)

En los dos tiltimos se ha hecho m = 0 para obtener operadores mas
sencillos.

ax? x)
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