SOBRE EL CONCEPTO DE EQUIVALENCIA ALGEBRAICA
RELATIVA DE DIVISORES
por
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1. InTRODUCCION.—Esta comunicacién, cuyo extracto [2] fue
presentado por el autor en el Congreso de Estocolmo, desarrolla la
idea de definir una relacién de equivalencia, entre los divisores de un
cuerpo de funciones algebraicas, inducida por la equivalencia lineal
de divisores de un supercuerpo algebraico suyo. Al decir equivalencia
relativa hacemos referencia a este supercuerpo puesto que, para dis-
tintos supercuerpos, la relacién de equivalencia es distinta también ;
pero, como se deduce de la proposicién 5, para cada cadena ascen-
dente de supercuerpos se establece asimismo una ordenacién entre
las equivalencias correspondientes.

En cuanto a la idea geomitrica que ha sugerido el nombre de
equivalencia « algebraica », queda expuesta en nuestra nota [4]. Se
veifa en ella c6mo podiamos definir un sistema algebraico de ciclos
sobre una variedad como restriccién de un sistema lineal pertenecien-
te a otra variedad cuyo cuerpo de funciones fuese algebraico sobre
el de la primera. Entonces, dos ciclos linealmente equivalentes, por
pertenecer a un mismo sistema lineal, se restringirdn en dos ciclos
algebraicamente equivalentes, como pertenecientes a un mismo sis-
tema algebraico. Y siendo las clases de equivalencia lineal las clases
de restos respecto de la clase principal de divisores, serd la restric-
cién de esta clase principal la que nos origina, al tomar mddulos
respecto de ella, las clases de equivalencia algebraica relativa. Esta
es la idea encerrada en nuestro trabajo.

Definida, finalmente, por WEIL [7] una nocién de equivalencia alge-
braica més general, demostramos aqui que nuestra equivalencia
algebraica relativa estd contenida en ella, es decir, dos divisores de
un cuerpo algebraicamente equivalentes relativamente a un cierto
supercuerpo algebraico suyo, son algebraicamente equivalentes en
el sentido de WEIL, lo que justifica definitivamente nuestra definicién,
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I.as notaciones y definiciones que empleamos estdn establecidas
en nuestros trabajos [3] y [4]. En particular recordaremos, en forma
meramente expositiva, que llamdbamos kaz de divisores de un cuerpo
2 de funciones algebraicas al conjunto

A ={a,|Veb}

donde b es el conjunto de todos los divisores de un cuerpo 4, de
dimensién 1, contenido en una ampliacién algebraica finita X* del
cuerpo X, y ay es la contraccién a X de la extensién de v a X*. Como
se sabe, 4 define en X* un haz de ZARISKI cuya restriccién a X es
nuestro haz.

Si 4 = k(4), AeX*, es extensién transcendente simple del cuerpo
k de constantes, el haz de ZariskI definido en X* es un haz lineal,
cada uno de cuyos elementos ay es el divisor de ceros del divisor
principal (a9 + a; A), donde

ao—l—a1X=0

es la ecuacién irreducible sobre k& a la que satisface el residuo de A
en V; variar v en b equivale a variar las constantes aq, @; € &, obte-
niéndose asi, como se ve, el haz lineal clisico. Entonces, si

f(xl: oy Xy = 0’

siendo X = k(xy, ..., %,), es la ecuacién irreducible de definicién de
A sobre X, el anterior haz lineal se restringe sobre este cuerpo en
. . . a .
el haz algebraico de divisores (f(%y, ..., %, a)), a = — 213 , haciendo
1

tomar a a todos los valores de k. Equivale a decir que el haz lineal
de la geometria cldsica se contrae sobre X' en un haz algebraico tam-
bién clésico. :

Esto nos permitia tomar en [4] como definicién de sistema alge-
braico

€ = {3 | a=(a0;---:aﬁ)7é(0»"': 0)}

al conjunto de divisores 8, de X que son restriccién, cada uno de
ellos, de la componente de ceros del divisor principal

(@ + a1 b4+ ...+ a, )

de X*, A, € 2*, a, e k, es decir, a la contraccién sobre X' de tal sistema
lineal de divisores enteros de X'*,
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Entonces, tal como se ha dicho, por ser linealmente equivalentes
todos los divisores del sistema lineal, es decir, por pertenecer a la
clase adjunta definida, respecto de la clase principal de X*, por el
divisor de polos de (ap + ...+ a; 4;), sus restricciones, que son los
elementos de &, serdn suma de un divisor de X con la restriccién a
este cuerpo de un divisor principal de X*. Asi que la equivalencia
algebraica de divisores de X, relativamente a X*, habri de venir
expresada por la condicién de pertenecer los divisores equivalentes
a una misma clase adjunta respecto de la contraccién a X de la clase
principal de X'*.

2. PROVECCIONES.—Sea V' una variedad normal con anillo de
polinomios o = & [%;, ..., %,], Integramente cerrado en su cuerpo
de fracciones X' = k(%y, ..., x,), que suponemos pues finito sobre el
cuerpo k de constantes; k algebraicamente cerrado y de caracteris-
tica cero. Sea X* = X(0) una ampliacién algebraica finita y normal
de 2 tal que su elemento primitivo 6 sea entero sobre o; v llamemos
o* al cierre integro de o en X* que define, por tanto, una variedad
normal V* cuyo cuerpo de funciones racionales es X*. ) ,

Sea # el grado algebraico de X* sobre 2. Entonces, para cada
ideal primo méximo p de o, que representa un punto P de V, existe
uno, al menos, y a lo més »n ideales primos maximos

pl*:"';‘p*h» 1Sh_<_n,

de o* que yacen sobre él [3], a los cuales corresponden % puntos
P*, ..., P,*, que asignaremos al punto P. Reciprocamente, a todo
punto P* de V* le corresponde un punto P de V dado por la con-
traccién a o del ideal p* correspondiente a P* en o*. A la aplicacién

w: P*¥ - P

de V* sobre V la llamaremos proyeccion de V* sobre V (¥)
Por ser, segtin vimos en [3], los ideales p;*, ..., p,*, que yacen
sobre p, Z-conjugados, la proyeccién = goza de la propiedad

moYy =7
para todos los automorfismos y del grupo de Garors de la extensién

¥ 5.

(*) La proyeccién es, pues, un morfismo que, por ser #—1{ P) finito, < #,
para todo P eV, y X* separablemente algebraico sobre X, define a V'* como
un revestimiento novmal de V [1], determinado salvo transformaciones birre-
gulares sobre & [5].
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Consideremos los grupos D y D* de todos los divisores de X'y
2* respectivamente, que sean de primera especie en las variedades
correspondientes V y V*,

Lema 1. 4 cada ideal primo minimo B* de o* se le puede hacer
corvesponder un divisor primo de D* y reciprocamente. Y lo mismo
para los divisores de D.

DEMOSTRACION. —Es una propiedad muy conocida. Dado $*, por
ser a* integramente cerrado, lo es también el anillo local respecto de
ese ideal, y el ideal maximo de ese anillo local es un ideal principal.
Tales anillo local e ideal méaximo son, respectivamente, anillo e
ideal de una valoraciéon v* de la que diremos que es el divisor primo
correspondiente a P*. Reciprocamente, dado v*, con ideal de wvalo-
racién py*, le haremos corresponder el ideal P* = p,* N o*, que es
su centro en o*. Por ser v* integramente cerrado, esta corresponden-
cia es biunivoca.

TEMA 2.—La proyeccién m asigna a cada divisor primo V*e D¥ un
divisor primo VeD, que es precisamente la restriccion de v* a X.

DEMOSTRACION. —Sea P* el ideal primo minimo correspondiente
al centro de v* en o*, segiin el lema anterior; el ideal P=P* N o
que es también ideal primo minimo, sabemos [3] que es el centro
sobre o de la restriccién v de v¥ en X. Cada ideal p* D PB* tiene como
contraccién en o un ideal p D P y reciprocamente, segtin es bien sa-
bido, luego el conjunto de puntos de la subvariedad de V* corres-
pondiente al ideal B* se representa mediante = sobre los puntos de
la subvariedad de V definida por P. Diremos entonces que z hace
corresponder a cada divisor primo v* de X* el divisor v de X' cuando
aplica el centro de v* en o* sobre el centro de v en o.

A la aplicacién de v* en v inducida, segiin indica este lema, me-
diante 7, seguiremos llamandola proyeccion y representandola por z:

7 (V¥) = V.

De modo anéilogo al caso de la proyeccién de puntos, el conjun-~
to de divisores que se proyectan sobre v forma un sistema completo
de divisores Z-conjugados [3], luego, si v¥* es uno de ellos y {p;} el
grupo de Garors de X*|X, se tendra :

a(v¥oy,) = a(v¥) = V.
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Ademas, todos esos divisores que se proyectan en Vv tienen sobre
él un mismo indice e de ramificacion ; definiremos entonces la apli-
cacién inversa m~! mediante :

a=l(v) = {e- (V¥oy,)}.
Sea
4
d* = 2 o; Vi*
i=1
un divisor de D*, con v;* divisores primos y «; ndmeros enteros;
su proyeccién seri :

d = (d%) = 2';1 % [n(vi*)] €D

1=

ProposiciON 1. — z(D*) = D.

DEMOSTRACION. —Acabamos de ver que, cualquiera que sea d* e D*,
se verifica 7(d*)eD, luego #(D*) € D. Reciprocamente, como a cada
divisor primo ve® corresponde un ndmero finito, < n, de divisores
primos ampliados a X*, que son de primera especie en V*[3], exten-
diendo esta propiedad al grupo aditivo ® de divisores, queda de-
mostrada la igualdad.

COROLARIO. La aplicacion w entre divisores, inducida por la pro-
yeccion, es un homomorfismo de D* sobre D.

3. PROVECCION DE LA CLASE PRINCIPAL.—I.a clase principal del
grupo D* de divisores de X* que son de primera especie en V* esta
formada, como se sabe, por los divisores correspondientes a los ele-
mentos de 2*.

Sea F* una funcién de X* que, por ser cuerpo de cocientes del
anillo v*, podré escribirse en la forma

f*
e ’
F* = 'f—,—*-', con f*, f* € 0¥,
Si las descomposiciones primarias de los ideales principales engen-
drados por estos polinomios son :

p¥fF =% n ... nQ%, ¥ *=90*n...n9%*

y son B;*, P’;*, respectivamente, los ideales primos (minimos) co-
rrespondientes a los primarios 9%, Q'*, se tendrd, por el lema 1,
que a cada uno de estos ideales primos corresponden divisores pri-
mos V¥, v;'* de D*.
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Llamando u; = v;* (f*), u'; = v';* (f'*), escribiremos :
s ¢ -
(F*) =¥ wvi*+ % vy,
i=1 =1
o bien, efectuando la reduccién de los v;* = v';*, correspondientes a
un mismo ideal B;* = P’;*, y viendo que entonces
pi— g = VE () — V() = V() — vE(E) = v (FY),
quedara, en definitiva :

(F*) = X ]vx (F9) ] v,

1
al cual llamaremos divisor principal correspondiente al elemento

F* ¢ 2%, respecto de o*,
La correspondencia F* — (F*) cumple la propiedad

F*G*  (F*G¥) = (F¥) + (G¥),

lo que nos establece un homomorfismo del grupo multiplicativo de
2* en el grupo aditivo ®* de divisores del mismo cuerpo. La imagen
de este homomorfismo serd, por tanto, un subgrupo €* de D*, al que
llamaremos clase principal de divisores de X* respecto de v*.
Por el lema 2, la proyeccién de un divisor principal serd :
% ((F*) =X [vi* (F*)] - 7(V;¥).

Por el homomorfismo establecido entre D* y D en el corolario de la
proposicién 1 se verifica, por ser €* subgrupo de D*:

PROPOSICION 2.— 7(C*) es un subgrupo de D.

ProrosiciON 3.—Si FeX c 2*, y lamamos (F)* y (F) a los divi-
sores correspondientes a F en X* y X, respectivamente, se verifica :
m((F)*) = (F).

DEMOSTRACION. —Podemos siempre elegir
F={lf'; f, f eo € o*

Sean B, ..., B, los ideales primos minimos de rad(of) y B*,...,
$,* los de rad(v*f); y lo mismo operariamos con f'. Vamos a ver,
en primer lugar, que los PB* son todos los ideales primos que yacen
sobre los P y sélo ellos.
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Desde luego, a cada ideal primo minimo P de of corresponde
uno, o un numero finito, de ideales minimos de o* que se proyectan
sobre €l ; si B* es ése, o uno de ésos, al ser 0* (0f) = 0*f, forzosamen-
te serd P* 2 v*f, ya que, por estar

DszBln...n%l

serd
o*fco*(Brn...n B c (*P) N ... N (0¥,

luego o*f estd contenido en los ideales ampliados de todos los PB;
y, por tanto, en B*. Este serd, pues, uno de los ideales P;*,..., B,*
de rad(o*f).

Reciprocamente, si $* es uno de los ideales de rad(v*f), yacera
sobre un ideal minimo primo P de o, y como PB* D o*/, también

P=P*NnoDdo*fNo>Dojf

luego todos los ideales PB,*, ..., B,* se contraen en los By, ..., B,
Del lema 1 resulta, entonces, que todos los divisores primos de (f)*
yacen sobre los divisores primos de (f).

Finalmente, si v* es un divisor primo de (f)* y v su contraccién
a X, que sera un divisor primo de (f), y es ¢ el indice de ramificacién
de v* sobre v, serd, evidentemente, v¥(f) = e. v(f), luego =((f)*) = (f).
Aplicando el razonamiento, como deciamos, también a f', queda
totalmente demostrado el teorema.

Cororario 1.—€ c z(€*), donde € es la clase principal de X
respecto de V.

DEMOSTRACION. —Basta ver que, segtn la proposicién anterior,
todo elemento (F) €€, con FeZ, por tanto, verifica:

(IF) =z ((I')*) e @ (€%)

COROLARIO 2.—En el grupo de divisores de X se pucde establecer
la ordenacién € c n(C*) cm(D¥) = D.

Sea ahora X** un cuerpo, extensién normal de X*, y V** la nor-
malizacién de V en X** ; serd también V** la normalizacién de V*
en 2** [3]. Si llamamos o a la proyeccién de V** en V* y a la consi-
guiente aplicacién inducida sobre los divisores de X** que sean de
primera especie en V**, resulta [5] que V** es un revestimiento nor-
mal de V* y de ¥V v que la proyeccién de V** sobre V es: v = zmoo.
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ProroSIciON 4. Con las anteriores notaciones, y Uamando €** g
la clase principal de X** respecto de V**, se verifica : n(€*) C v(€**)

DEMOSTRACION. —Por el corolario 1 de la proposicién anterior,
€*co(€**). Aplicando = :

7(E*) € n(o(€%%)) = (woo) (€4) = T (€*%).

4. FQUIVALENCIA ALGEBRAICA RELATIVA.—Por ser z(€*%), segin
la proposicién 2, un subgrupo de 9, se puede establecer la siguiente

DEFINICION. —Llamaremos clases de equivalencia algebraica de
los divisores de D relativamente a la normalizacién V* de V, o al
supercuerpo 2* de X unfvocamente determinado por ella, a las cla-
ses de restos D/n(€*). Dos divisores d y d’ de D diremos que son
algebraicamente equivalentes velativamente a X*, cuando d — d’ ex(€*)

De la proposicién 3, corolario 1, y de la proposicién 4 se deduce :

ProOPOSICION 5. Dos divisores de ® linealmente equivalentes son
algebraicamente equivalentes relativamente a cualquier supercuerpo de
2. Si X* es un supercuerpo algebraico de Xy X** lo es de X*, dos divi-
sores algebraicamente equivalentes respecto de X* lo son también rvela-
tivamente a Z**.

Definiremos como WEIL [7] la equivalencia algebraica de divisores
de D en la siguiente forma : Elegida arbitrariamente una variedad
W, sea Z un ciclo, también arbitrario, de la variedad producto VX W.
A cada punto P de W haremos corresponder, entonces, un ciclo Zp
de V, formado por todos los puntos M de V tales que (M, P)e Z.
Entonces, para cada par de puntos simples P y P’ de W para los
cuales estén definidos Zp y Zp, queda determinado el ciclo X = Zp —
— Zp,de V al que, por el lema 1, corresponderd un divisor x de 9.
El conjunto de todos los divisores X asi construidos, para todas las
posibles clecciones de W, Z, P y P’, constituye un subgrupo 8
del grupo D de divisores. Las clases de restos D/, respecto de
W, son las clases de equivalencia algebraica, segin WEIL,.

TeEOREMA. Dos divisores de D, algebraicamente equivalentes rela-
tivamente a cualquier supercuerpo de X, son también algebriicamente
equivalentes en el sentido de WEIL.

DEMOSTRACION. —Si X* es una extensiéon de 2, con las condicio-
nes impuestas hasta aqui, bastard con demostrar que = (€*) c .
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Sea F*(x;,..., %y, 0) una funcién racional perteneciente al cuerpo
2* A cada punto P(py, ..., P, deV, que tenfaao = klxy, ..., %,]
por anillo de polinomios, la funcién I'* hace corresponder un ele-
mento

F*(P) = F*(py, . . ., bw, 0) = F*(0)

del cuerpo k(6). No es dificil comprobar que los puntos P que anulan
idénticamente a F,*(0) constituyen la variedad de ceros de m((F*));
y de modo andlogo se definiria el divisor de polos. Segin esto, F*
representa cada punto de V en un elemento, incluso el infinito, del
cuerpo k(0), es decir, es una funcién definida sobre V con valores
en la recta proyectiva D* [6] sobre k(f). Sea [ la grafica (graph) de
F*, esto es, [1], el conjunto de puntos (P, F*(P)) de V X D*. A
los puntos 0 e oo de D* corresponderan en V, de acuerdo con las
notaciones que hemos utilizado, los ciclos Iy vy I'w, respectivamente,
que constituyen, por tanto, las variedades de ceros y polos de la
proyeccién de (F*) sobre V. De aqui, pues, que z(F*) sea el divisor
correspondiente al ciclo I'g — I'w. Resulta, por consiguiente, esta
construccidn particularizando toda la arbitrariedad que permitia la
definicién del grupo B de WEIL al caso de tomar D* como varie-
dad W, I'" como ciclo Z y los puntos cero e infinito por el par arbitra-
rio P, P’, Luego m(F*) e®W. Como esto es cierto para cualquier
F*e¢2*, queda demostrado que #(€*) ¢ W y con ello el teorema.
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