UNA CLASE DE GRUPOIDES: TRIBUS. INMERSION EN UNA
TRIBU

por

BALTASAR R.-SALINAS

Sea {G;|A €A} una familia no vacia de grupos disjuntos tales
que para cada A ¢/ existe un isomorfismo o; de G; sobre un grupo
G, independiente de A. Entonces se puede definir en

H=Ug,
i

una ley de composicién interna poniendo
ab =c¢
para todo par (a, b) de elementos de H, aeG,y beG, ({4, u} c4),
siy sélo si ceG, y
03 (@), (b) = o, ().

Es evidente que con la multiplicacién asi definida, H es un gru-
poide asociativo :

(A) (ab)c = a(bc) (Via, b, ¢} € H),
y cada G; es un subgrupo de H.

DErFINICION. Un grupoide asociativo H en donde se pueda defi-
wir la multiplicacion a partiv de una familia {Gy| A e A} #= D de sub-

grupos disjuntos e isomorfos de H en la forma precedente se dice una
tribu (1).

TrorREMA 1. Toda tribu H posee las siguientes propiedades :
Py. Existe al menos un ee H tal que
(0) ea =a

para todo aeH.

(1) De acuerdo con esta definicién se debe llamar #ibu opuesta al gru-
poide opuesto de una tribu.
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El conjunto de estos elementos ee H serd designado por E. En-
tonces se puede expresar abreviadamente P, escribiendo: E # (.
Py. Para cada aeH existe al menos un par (a’, e¢) e H X E tal que

(1) a'a=e.
P,. Para cada aeH existe al menos un par (@', e) e H X E tal que
(2) aa’ = e.

Ps. Para todo par (a, b) de elementos de H existe al menos un x € H
que satisface

(3) ax = b.
P, Sia, x, y son elementos de H y ax = ay resulta x = y.
DEMOSTRACION. Por no presentar dificultades la omitimos.

TEOREMA 2. En un grupoide asociativo H existen las siguientes
relaciones entre las propiedades P;:
1. P, wmplica Py y P,
P, implica Py.
Py y Py implican P,.
P, y P; implican Py
Si H es finito, P4 implica Pj.

woR W N

DEMOSTRACION. —Como las relaciones 1 y 3 son evidentes nos
limitaremos a probar las restantes.

P, => P;. Como existe un ae H (# ), por P, se pueden encon-
trar dos elementos ' v ¢ de H de manera que aa’€E y cc'¢E
para ¢ = a’a, de donde se deduce

2=a(adla =ada=c
}7
b= (c3') b = c (cc')b = cb
para todo beH y, por consiguiente, a’a = ce L.

(P3A P 4) => Po. En efecto, como por Pj si ce H (# () existe
una solucién xe H de c¢x = ¢, resulta

c(xa) = ca
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para todo ae H y, por tanto,
xa=a (VaeH)
en virtud de P,, v x¢E.

Si H es finito, P, implica P;. Basta tener presente que para cada
aeH, x - ax es una aplicacién univalente del conjunto finito H en si.

CoroLarRIO 1. a) P3 y Py implican P;.
b) P4y P; implican Py.
c) Si H es finito, Py implica P;.

I.a primera de estas relaciones se puede mejorar introduciendo
la propiedad :
Pg.  Para cada aeH existe al menos un ye H que satisface

(0)* ya = a,
en la forma siguiente :
a) Py P§ implican P;.

En efecto, cualquiera que sea ae H, si x ey son las soluciones de
cx =a e yc = ¢ (ce H) resulta

ya= (ye)x =cx =a (VaeH)

y, por consiguiente, ye E y E % (J. Entonces, segiin las relaciones
3y 2, se sigue P).

ProrosiciON 1. S¢ H es un grupoide asociativo y
G=1{alaceHAae = a}
donde ce E, se tiene ee G y para cada par (a, b) e H X G resulta abeG.

DEMOSTRACION. En efecto, ee = ¢ y (ab)e = a(be) = ab si (a, b)
eHd x G.

PrOPOSICION 2. Si H es un grupoide asociativo que posee la pro-
piedad Py, para cada aeH existe un e¢e E tal que ae = a.

DEMOSTRACION. Efectivamente, como en virtud de P; existe
un par (@', @”’) de elementos de H tales que

e=aacE y a’a’ eE,
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resulta
a= (@"a)a=a"(a’a) =a’e
y
ae = (a’e)e = a’’¢? = a.

ProPOSICION 3. Si H es un grupoide asociativo y si

G =1{alacHAae =a} (¢€E)

G’ = {alacHAae’ =a} (¢”€E),

la aplicacién a’ —a” de G’ en G, definida por

’ 1,22

a’ = ae”,

es un isomorfismo de G’ sobre G”.
Ademds, si H posee la propiedad Py (0 Py) y € # e, resulta
G nG' =0@.

DEMOSTRACION. Desde luego la aplicacién a’ — a’” de G’ en G”,
anteriormente definida, es biunivoca puesto que :

33 59 33,0

a) Siae”’ =a” se tiene a’¢’ =a’(e”’¢’) = a’e’ = a’.

b) Six’ =a’e se tiene x’'e¢G’ y x’¢” = a” (¢’e”) =a’¢’ =a”.

Entonces la aplicacién @’ —~a’e” (a’€G’) es un isomorfismo de
G’ sobre G porque si a” =a’e” y b” ="be’ ({a’, b’} €G’) resulta

anbn — a; (eub)) 5” — (ayb;) en’
es decir, a’b’ - a’’b”.

Ademas si H posee P,y G'NG” #% @ se deduce ¢’ = ¢” puesto
que, siendo

en virtud de Py

TrEOREMA 3. Un grupoide asociativo H es una tribu si posec la
propiedad Py (2).

(3) En una reciente comunicacién presentada al XXVI Congreso Luso-
Espafiol para el Progreso de las Ciencias, PT CALLEJA ha demostrado que un
grupoide asociativo con la propiedad P, no es necesariamente un grupo. Los
teoremas 1 y 3 completan este resultado. Véase [3].
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DEMOSTRACION. Sea
E={¢e|Aiecd}
con e; e, para A#£pu (A, wcd)y
Gy=1{alaceHAae; =a} (led).
Entonces, como por las proposiciones 2 y 3

"7 =Ug,
A

y todo par de grupoides, G; y G, (45 p), son isomorfos y disjun-
tos (3), bastard probar que cada G; es un grupo. Efectivamente :

I. Siay b son clementos de G;, abeG;. Se sigue de la propo-
sicién 1.
II. Para todo aeG,; se tiene e;a = a con ¢;eG;. Evidente.

III. Para todo aeG, existe al menos un a* € Gy tal que a*a = e;.
En efecto, como por P; existe un par (a’, ¢) e H X E que satisface

3

aa=e,
para a* = a’e;e G, resulta

a*a =a’(ey a) = a’ (aey).

= (@'a)e; = ee; = ¢,.

CorOLARIO 2. En un grupoide asociativo H la propiedad Py im-
plica las restantes propiedades P; (0 <1 < 4).

CoroLARIO 3. Un grupoide asociativo H es uma tribu si posee
una cualquiera de las propiedades :

1. P,
2. P3 Yy Po.
3. P4 Yy P3.
4. P,y H es finito ().
(8) Obsérvese que si ouy es el isomorfismo a - aey de Ga en Gy se tiene
Oyu (ab) = oy (a) Oyu ()]
para todo par (a, b) € Ga X Gy ¥ {A, u,v} C 4.

(% En 1959, D. Emilio Lopez Gali demostré directamente, siguiendo
nuestras indicaciones, las dos ftiltimas partes de este corolario.
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Un grupoide asociativo con la propiedad P, no es necesariamente
una tribu, es més, segin vamos a probar en seguida, ni siquiera se
puede sumergir en una tribu si no cumple ciertas condiciones.

ProrosiciON. 4 Toda tribu H posee la propiedad :

Z Sia b oc d x, 9 u v son elementos de H que verifican

ax = by

cx = ady

au = bv,
se tiene

cu = dv.

DeMOSTRACION. Como por Pj existe una solucién ze H de xz=wu,
tendremos

bv = au = (ax)z = b(yz),
de donde por P, resulta v = yz y, por consiguiente,

dv = (dy)z = c(xz) = cu.

PROPOSICION 5. Existen semigrupos que no poseen la propie-
dad Z ().

DEMOSTRACION. Véase MArLcev [1] pag. 687.
TEOREMA 4. Existen semigrupos no tnmersibles en ninguna tribu.

DEMOSTRACION. Se deduce como consecuencia de las proposi-
ciones 4 y 5.

Completamos este teorema asf:

TEOREMA 5. Todo semigrupo S sumergido en una tribu H se
puede sumergiv en un grupo isomorfo a un subgrupo He con ee E de H.

Si ademds S tiene un elemento meutro (o unidad) u, vesulta uwe E
y S estd contenido en el subgrupo Hu de H (9).

(°)) Un semigrupo es un grupoide asociativo tal que cada una de las
ecuaciones
ax =ay 'y xa = ya
implican » = y.
(6) Utilizando el teorema 5 se puede dar otra demostracién del teorema 4.
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DEmosTRACION.  Como es obvio que paracadacecE, a —ae (aeS)
es un homomorfismo de S en el subgrupo He de H, serd suficiente
probar que dicho homomorfismo es un isomorfismo. En efecto, si

ae = be
y {a, b} €S, tendremos
ax = (ae) x = (be) x = bx

para todo xe H y, por tanto,

si tomamos %€ S.

Si ademds S tiene un elemento neutro %, como existe al menos
un eeE que satisface we = u, resulta

a=au = (au)c = ace He
para todo a€S y, por consiguiente, # = e y Sc Hu.
TEOREMA 6. Un grupoide asociativo H se puede sumergir en una

tribu H si posee las propiedades P,, Ps y Ps, siendo : .
Ps. Si a, b, x son elementos de H que satisfacen

ax = bx,
se tiene
(5) ay = by
para todo ye H (7).

Pg. Para cada terna de elementos a, b, ¢ de H existe un par
(%, v)e H X H que satisface

(6) xac = ybc (8).

DEMOSTRACION. Pongamos a~b en H si y sélo si existe un par
(x, y)e H X H que verifica xa = yb. Entonces esta relacién « ~ » es
de equivalencia puesto que:

1. a~a. Evidente.
2. Sia~b se sigue b~a. Evidente.
Sia~by b~c se tiene a~c. En efecto, si

(*) Se ve facilmente que Z implica P;,.

(]) La semejanza de Pg con la condicién de inmersién de ORE es evidente.
Véase [2].
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xa = yb ({x, y} c H)
y
ub =vc ({u, v} € H),

como segiin Pg existe un par (z, w)e H X H que satisface
zyb = wub,

tendremos
(zx)a = 2(yb) = w(ub) = (wv)c,

es decir, a~c.

De esto se deduce que H es una reunién U &; de clases de equi-
N
valencia del tipo :

K=1{x|la~x} (acH).

Entonces zae K si ae K y para todo par (a, b) de elementos de
K existe otro (#, ¥) e K X K que verifica xa = yb, porque u (xa) =
= (ux)a para ue H y si (x', ') e KX K existe un par (x”, v")eHxXH
tal que
x”(wa) =y (y'b)
y
xa = yb

con x =x"x¢eK e y=1y"yeckK.
Para cada una de las clases K = K; (AeA) escribiremos

(a, a’)~ (b, 1)
en K x K si y sélo si existe un par (¥, y)eK X K que satisface
xa = yb y xa’ = yb’.
De manera andloga que antes se ve:
1. (a, @)~(a, @).
2. Si(a, @)~ (b, b’) se sigue (b, b)~(a, a’).
3. Si(a, @)~ b))y (b 0)~(, ¢) se tiene (a, a’)~(c, ¢’).
Por tanto, para todo par (a2, ) e K X K,
[a, @] = {(x, ¥) | (@, &)~ *)}

es una clase de equivalencia. B
Sea G el conjunto de todas las clases a = [a, a’] con (a, @’) e KXK
dotado de la ley de composicién interna siguiente :
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Definimos la multiplicacién de los elementos a = [a, a’] y b =
= [b, b’] de G poniendo
‘ab = [xa, yb']
sixa’=9yby {x, y}cK.
Esta operacién estd bien definida, es decir, ab es independiente

del par (x, y) y de los representantes (a, a’) y (b, b’) de a y b, puesto
que:

a) Si los pares (x, ¥) vy (#, v) de elementos de K satisfacen

xa’ =yby ua’ = vb
se tiene
[xa, yb'] = [wa, vb7].

En efecto, como se puede encontrar un par (¢, s) e K X K de forma que

tx = su,
tendremos
(ty)b = (tx)a’ = (su)a’ = (sv)b

y, por consiguiente,

t{xa) = s(ua)
y

Hyb’) = s(ob’)

en virtud de Ps. Luego
[xa, yb'] = [wa, vb7].
b) Si b=c resulta ab=ac. En efecto, si xa’ = yoy (x,y)e KXK es
ab = [xa, yb’].

Por otra parte, como b=c y (x,y)eK X K, existen dos pares

J

(u, v) y (2, w) de elementos de K que satisfacen

ub =vc y ub’ = vc’
y
2y = wiu.

De donde se deduce
(zx)a’ = (2y)b = (wu)b = (wv)c
y, por tanto,

ac = [zxa, woc’).

11
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Iinalmente, ab = ac puesto que
z(xa) = zxa,

2(yb’) = wub’ = wuc’,

<

[xa, xa’'] = [a, a’]
para todo par (a, a’) de elementos de K y xeH.

¢) Sib=c resulta ba = ca. Basta proceder de manera anédloga
que en b).

Vamos a probar ahora que G es un grupo que contiene un sub-
conjunto isomorfo a K y que, por tanto, podemos identificar con K.
Para ello basta tener presente que en G se tiene:

Ley asoctativa : (7[5)5 = Z(Z;c—). Efectivamente, como evidentemen-
te se pueden elegir los representantes de @, b y ¢ de modo que a’ =
=by b =c resulta

(ab)c = [a, ¢’'] = E(b-_).

Existencia de elemento neutro : ca = ae = a para todo a ¢ G. Bas-
ta tomar ¢ = [a, a] (= [a’, a’]).

Existencia de elemento inverso : Para cada a G existe un beG tal
que ab = ba = e. Basta tomar b = [a’, a].

La aplicacién o: a — [x, xa] (xeK) de K en G es un isomorfis-
mo. En efecto,

[x, xa] = [y, ya]
para todo yeK,

o(ab) = [x, xab] = [x, xa] [xa, xab)]
=0 (a) o (b)
y si o (@) = o (b) se tiene a = b puesto que de
[x, xa] = [y, yb]
se deduce que existe un par (#, v) e K X K que verifica
ux = vy y uxa = vyb

y, por tanto, a = b en virtud de P,
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Sea G; el grupo construido a partir de la clase de equivalencia
K; (AeA). Entonces, vamos a demostrar que para cada par (y,y’) e
€K, X K, (ueA) la correspondencia [a, a] > [b, b’] de G; en G,
definida por

(6, 0] = [v, vyl [ay, @’y [vy’, v] (veK,)
=y(ay)"! (ay’) (y')~!

es un isomorfismo ¢,; de G; sobre G,, independiente de (y, y’), tal
que

O G") =a Y Oy (O'ul (@) = o (a)

para todo aeG;. Haremos esto en cuatro pasos :

L. Si[ay, @'1]=[ay, a’] (€Ga) se tiene [a1y, a'1 y']=[ary, a’, ¥’].
En efecto, como

XA =%0 Y %1 8"y = X382
para un cierto par (¥, %;) € K; X K, resulta
% (1Y) =22 (a29) ¥ %1 (a'1Y") = x5 (a2 y")
y, por tanto,
a1y, a1y]=T[a2y, a2y].

2. (ay1) y1~'= (ay2) y.~! para todo par (yy, ,) de elementos de K,,.
Efectivamente, si [v, v'] = (ay;)y;~!, tendremos

vay, = v'yy,
de donde por Ps resulta
vay, = vy,
y, por consiguiente, [v, v'] = (ay,) y,~ L.
3. O (2 a) = 4 (@1) 0 (@), En efecto, si tomamos a’; = a,

resulta

0w (a1 a) =y (ayy)71 (@2 9) y~'  (yeK,)
=y y) (@1y)y Ly (ay) ! (ayy) y!

= O (El) Oua (EZ)
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4. oy(@) =avy o, (Om (@)) = 0,4 (a) para todo a € G;. Lo primero
es inmediato y para probar lo segundo basta tener presente que si
b=[b, 01 =0u(a) (2cG)
y

c=1[c, ¢]=o0y, (6) (beGy)
resulta

(ay)~! (@y) = (by)~! (0%y)
para todo ye K, y, por tanto,

si tomamos z = yw con wekK,.
Finalmente, si en
g=Ucgc,
AEN
definimos la multiplicacién de aeG; y beG, ({4, u} € A) poniendo
ab="c
si vy s6lo sice G,y B

04 (@) Oy (b—)_ = Oy (C—)

para todo ved (%), se deduce que H es una tribu que, como demos-
tramos a continuacién, contiene un conjunto isomorfo al grupoide
dado H que podemos identificar con éste. Efectivamente, si a=
= [x,x4]€G; v b= [y, yb]€G,, como existe un par (u,?)e K, XK,
que satisface

uxb = vb (xbe K,)
resulta

Gy (@) Gy (B) = bluxb) =" (uzab)
= b(vb)~! (uxab)
= v~ (uxab) = [v, vab]
= Opu (ab)
puesto que por Ps se tiene

uxab = vab.

(®) Por 4 es suficiente para esto que se verifique para algin ve 4.
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OBSERVACION. En general, un grupoide asociativo con las pro-
piedades P4, Psy Pg no se puede swmergiv en un grupo, pues, cual-
quier tribu posee dichas propiedades.

TEOREMA 7. Sea H wun grupoide asociativo con las propiedades
P,, Psy Pgy H la tribu anteriormente construida: H > H. Entonces,
todo isomorfismo o de H en una tribu H* se puede prolongar de una
sola forma en wun isomorfismo o de H en H*.

DrEMOSTRACION. Comenzaremos probando que o (a) v o (d)
({a, b} ¢ H) pertenecen a un mismo grupo G;* (AeA*) de la fa-
milia que define H* si y sélo si @~ b. En efecto, si a ~b existe un par
(x, ¥)e H X H tal que xa = yb de donde se deduce

o(x)o(a) = o(y)a(b)

y, por tanto, que o (a) y o (b) pertenecen a un mismo grupo G*,
constituyente de H*. Reciprocamente, si {o (), o (b)} € G;*, como
por Pg existe un par (x, y)e H X H que satisface

xac = ybe (ceH),
tendremos
o(xa)o(c) = o(yb)a(c)
y
o(xa) = o(yb) y xa = yb: a ~b,

puesto que o (va) = o (¥) o (a) y o (yb) = 0 (3) o (B) pertenccen a Gy*.
A continuacién vamos a ver que

a=1[a a'l>c@ 'ao@) (a~a),

donde o (a)~! es el elemento inverso de o (a): o (a) o (@)~ =
= ¢ (a)~! o (a) € E*, es un isomorfismo ¢ de H en H* que prolonga
a ¢. Demostraremos esto en cuatro partes:

1. Si[a, a’] = [b, b’] se tiene
c@to(@)=0a(d)""a(d).
En efecto, si
xa =yb y xa’ = yb’
para un par (x, y)e H X H, resulta
c(x)o(@) =o @) o) v o) =o) o)
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y, por counsiguiente,
o(@)~lo(@)=0a()"a(®).

2. Sio(a) =o(b) setiene a = b. Efectivamente, si

o(@) lo@)=0)"1a(®) (a~aAb~b),

o(a’) y o(b’) pertenecen a un mismo grupo G;* constituyente de H*,
de donde se deduce a~a’'~b'~b vy '

xa = yb

para un par (x, y) de elementos pertenecientes a la misma clase de
equivalencia K que a y b. Por tanto,

o (xa)~! o (xa’) = o (yb)~' o (yD’),
o (xa’) = o (yb’),

xa’ = yb’
y
la, a’] = [b, b7].
3. o(a) = o (a) para todo acH. Basta tener presente que
o(@) =0(x)"lo@xa) (a~x)
= o (a)
4. o (ab) = o (a)o(b). Sea

a=1[a,aleG,y b=1[b b']eG, ({4 wcAa).

Entonces, si A = u, se sigue inmediatamente la afirmacién tomando
a’ = b. Si A5 pu, teniendo en cuenta esto y 3, resulta:
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Finalmente, si o es un isomorfismo de H en H* que prolonga a
o, se deduce

y, por consiguiente,
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