APROXIMACION DE FUNCIONES HOLOMORFAS
EN UNA SEMIFAJA POR SUMAS DE EXPONENCIALES

por

F. SUNYER BALAGUER

El objeto de este articulo es el estudio de las propiedades de las
funciones holomorfas en una semifaja vertical que pueden represen-
tarse con una b-precisién logaritmica por mediacién de sumas de
exponenciales, a cuya sucesién {4,} de los exponentes se le suponen
determinadas propiedades, una de ellas la de estar formada por
numeros reales.

El teorema I demuestra que, bajo ciertas condiciones que deta-
llaremos en el enunciado, si la funcién puede representarse con una
b-precisién logaritmica suficientemente fuerte, esta funcién serd
holomorfa no solamente en la semifaja sino en la totalidad de la faja
vertical.

El teorema II afirma que, bajo las mismas condiciones que en el
teorema I y suponiendo, ademds, que el indice de condensacién de
{A} es suficientemente pequefia, la funcién no solamente es holo-
morfa sino que es casi periédica en una determinada faja interior
a la de holomorfia. Este resultado generaliza un resultado de GENUYS
[1] (1), pues el resultado de GENUYS llega a la misma conclusién pero
con hipétesis mucho més restrictivas.

El teorema III es una generalizacién del teorema I que hubié-
semos podido dar en lugar de este dltimo, pero hemos creido que a
fin de facilitar la visién de conjunto, simplificar la demostracién
v no complicar las notaciones era preferible exponer primeramente
la forma menos general.

Yo creo que de estos teoremas, o mejor atin de los métodos uti-
lizados en sus demostraciones, pueden deducirse una gran cantidad
de resultados muy interesantes, una parte de ellos he podido ya de-

() Los numeros entre paréntesis angulares remiten a la bibliografia.
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mostrarlos y otra parte estdn ya casi resueltos. Todos ellos formarin
parte de una extensa Memoria que tengo la intencién de publicar ().

1. Sea {1,} una sucesién de ntimeros tales que 0 <1, <4,.4,
lim A4, = o y supongamos que la densidad méaxima de esta sucesi6n
es finita. Para las propiedades de la densidad méxima y para la
definicién del indice de condensacién de {4,} véase BERNSTEIN [2],
no obstante y para mayor comodidad del lector, sefialaremos que
representando por N(1) el ndmero de términos de {4,} tales que
A, < 4 la densidad méaxima se define por

D — fim Tim YA N4
vl Jooc A — X2

y que la sucesién se llama medible y de densidad D si lim N(4) 4
existe y es igual a D. Segiin puede verse en [2], la densidad méxima
de una sucesién es igual al extremo inferior de las densidades de las
sucesiones medibles que la contienen, y ademds, siempre existe
una sucesién medible que contiene {4,} y cuya densidad es igual a
este extremo inferior.

Si bien en una Memoria anterior [3] dimos ya la definicién de la
b-precisién logaritmica (generalizacién de la precisién logaritmica
de MANDELBROJT) daremos aqui la definicién para el caso particular
que nos interesa. Sea 4 la semifaja vertical del plano delas s = o + ¢
definida por

ol <g ¢>0

y sea E la clase de las combinaciones lineales de {ex*}, es decir,
la clase formada por expresiones de la forma

o(s) = g (a, e+ b, e*w)

llamadas también polinomios de DIRICHLET correspondientes a la
sucesién de los exponentes {*A,}. Entonces daremos la siguiente:

DEFINICION DE LA b-PRECISION LOGARfTMICA. Si F(s) es holo-
morfa en 4 y si
Inf  Sup | F(s) —gls) | < e~?®

@€EE *<t<x+b
SEA

(1) Estas investigaciones son llevadas a cabo bajo contrato con la U.S.
Navy.
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donde $(x) es una funcién no decreciente que tiende a 4+ oo (esta
funcién puede ser igual a + oo para x suficientemente grande) en-
tonces diremos que los ¢(s)€E representan F(s) en 4 con una b-pre-
cisién logaritmica $(x).

A continuacién vamos a dar la definicién de una hipétesis fun-
damental en nuestros resultados. Podriamos darle una forma algo
més general, pero creemos que lo que ganarfamos en generalidad no
compensaria la complicacién introducida en la difinicién y en las
demostraciones correspondientes.

DEFINICION DE LA HIPOTESIS B. Si para & > 0 suficientemente
pequefia se cumple

v(mﬁ (?) exp(— g—i——) dt = oo

diremos que la cantidad g y la funcién p(t) verifican la hipétesis
B(g, p (1))

Una vez dadas estas definiciones podemos enunciar ya el resul-
tado del que hemos hablado en primer lugar en la introduccién.

TrorEMA I. Si

1.0 {4} es tal que 0 <A, < 2,4y, im 4, = ooy D < oo, donde
D es la densidad mdxima de {2}

2.0 En la semifaja A = {|o| < g, t > 0}, F(s) es holomorfa y los
@(s)eE la representan en la A con una b-precision logaritmica p(t)
con b>2xnD

3.0 Se cumple la hipitesis B (g, p(t))
entonces F(s) es holomorfa en la totalidad de la faja |o| < g.

2. La demostracién de este teorema se apoya sobre dos lemas.
A saber:

LEMA 1. Sea {A,} una sucesién de nimeros positivos que cumplen
las condiciones A, < A, y lim (n[d,) = D < oo, y pongamos

A(2) =ﬁ(1 “;fiz) A2 =11 (1 —Z—Z)

1 " m 2-1;2
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representando por

(o el

D, (s) = ( A,(z)e=% dz

0

las respectivas transformadas de LAPLACE (D(s) y D,.s) representardn
también sus prolongaciones analiticas) entonces al exterior del dominio

definido por
2,1 bl <zmD 4+ ¢ |o|<e
tendremos uniformemente

lim @,,(s) = 1/s.

m—>0Q0

Este lema se demuestra del siguiente modo: En primer lugar es
facil demostrar que escribiendo

" 2 52
Px:a(z)= ' (1_1)};2)

y poniendo z = 7e®, para r > 7, y o # 0 se cumple

para cualquier entero positivo .

Por lo tanto, aplicando un resultado de BERNSTEIN [2, note II
n.0 3, pag. 276] se sigue, pata v > 7, y a 7% 0,
cualquier que sea el entero positivo m.

Por otra parte, segtin las propiedades conocidas de la transfor-
mada de LAPLACE de una funcién entera (véase, por ejemplo, BERNS-

TEIN [2, note III], es posible elegir cuatro valores «;, oy, a3 ¥ o4 tales
que los

sen Dz

[P, (2)| > min(l,
7z Dz

sen wDz

2,2) |4,(2) | <| A(z)] e | min (1, s

(o]

(2,3) D, (s) =[ e~ A,, (xe~%) e gy (71=1,2,3,4)
0
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son convergentes, respectivamente, en cuatro semiplanos cuya unién
recubre la totalidad de los puntos exteriores al dominio (2, 1). Ade-
mas, en estos semiplanos los integrales representan la transformada
de Laprrace de A,(2) o su prolongacién analitica.

De (2,2) se sigue facilmente que eligiendo convenientemente los
cuatro valores de a 70 las @,,, ;(s) de (2,3) son uniformemente con-
vergentes para m entero positivo y para s interior a un angulo 4,
ademas resulta también que la reunién de estos cuatro angulos cubre
la totalidad de los puntos exteriores a (2,1). De la convergencia
uniforme de los (2,3) respecto a m y del hecho evidente que para
cualquier valor finito de z

lim 4,(z) =1

M—>00

se sigue
lim @, (s) = 1/s

M—>00

uniformemente para sed;. Y puesto que @,, ;(s) es la prolongacién
analitica de @,,(s) resulta, teniendo en cuenta que la reunién de los 4;
cubre la totalidad del plano exterior a (2, 1), que

lim @,,(s) = 1/s

M—>00
uniformemente al exterior de (2, 1), o sea la afirmacién del lema.

3. Antes de enunciar y demostrar el lema 2, debemos explicar
algunas notaciones que emplearemos. Sean %, y &, dos ndmeros finitos
cualesquiera y G; vy G, dos conjuntos del plano de las s; entonces
representaremos por kiGi + kG2 al conjunto

{s|s = kis1 + k252, s1 €Gy, s2€Ga};

ademads, representaremos por U al circulo |s| < 1y por J al segmento
vertical (— i@, 4 47). Ahora podemos enunciar y demostrar el

LEMA 2. St

10 {1,} estal que 0 < A, < A,.q Y tiene como densidad mdxima
D < o

2.0 Existe un numero 1> 0 y un conjunto abierto G, un do-
minio conexo G, tal que F(s) es holomorfaen G, + G,y que D] +nU € G,
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3.0 Para una sucesion {u,} de densidad D que contiene la {A,}
existe una sucesion de nimeros naturales {ny}, con lim n, = oo y tal
que escribiendo

§=ZH (1—%)?1(1—;;) si 0€{d.}

0<ln<;tnk ny n
Cu(2) .

(R <o

).”<u”k n ng n

y vepresentando por Q,(s) su transformado de LLAPLACE, la identidad

F(s+v)Q:(v)dv =0

r

—S

es vdlida si s €G,, donde I' es la frontera de D] 4 nU
entonces F(s) es limite uniforme en el interior de G, de los polinomios
de DIRICHLET correspondiente a la sucesién {4 A,}.

DEMOSTRACION. Sea W(z) una funcién entera de orden 1 y tipo
medio, con diagrama indicador contenido en D] + nU, si

W(z) = 2 a,z"

es su desarrollo TAYLOR, la teoria de la transformacién de LAPLACE
permite deducir que la transformada V'(s) de W(z) puede representarse
al exterior de un determinado circulo por

n!

(3.1) V() =Y a,

§nr 1

Del mismo modo la transformada de L APLACE

22 AN
i = (1 =) W =3 (o= )
podri representarse por

i Ay —2 n!
(3.2) Vi) = % (o — ‘ig‘) e
Ademés, es conocido que lo mismo V(s) que V;(s) son holomorfas
al exterior del diagrama indicador conjugado de W(z), o de W,(z),
que evidentemente son el mismo.
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Por otra parte, segtin las hipétesis del lema, la funcién F(s 4 fu)
es holomorfa en cada una de las tres variables mientras se cumplan
se€Gy, ueDJ] 4+ nU y 0 < B < 1. Por lo tanto, las funciones

(3,3) ﬂ&@=§vF@+ﬂMVWMu

I
hmg:éﬁ@+mwmwu

son holomorfas en los mismos conjuntos (cuando decimos que una
funcién de f es holomorfa para 0 < g < 1 evidentemente queremos
indicar que la funcién es holomorfa en un dominio abierto que con-
tiene el segmento (0,1)).

Ahora bien, si || es muy pequefio la funcién

F(s + pu)
serd holomorfa en un circulo |#| < R de radio R suficientemente
grande para que en la circunferencia sean validos los desarrollos (3,1)
v (3,2) y en ellos la convergencia sea uniforme. Por consiguiente, la
teoria de los residuos permite escribir en este caso

(3,4 F(B5) = Za,F(s)p:
(3.5 ) = B (e — ") FO 08"

De (3,4) y (3,5) se sigue

f1(B.s) = F(B.5) _ﬁ_gdzf;sg, s)

lo que simbélicamente puede escribirse
(1 B2
A8 = (1~ ga) (6.9
por lo tanto, mediante prolongacién analitica a lo largo del seg-
mento (0,1) la identidad anterior se convierte en
1 a2
(3.6) AL = (1= 5 5) 11.9)

Si hubiésemos escrito W,(z) = zW(z) entonces se puede demostrar

que £, (1, ) =§sf(1,s>.
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Representante ahora por M,(s) la transformada de LAPLACE de

y escribiendo

entonces aplicando repetidamente (3,6) para seG, tendremos

d 1 .
[Z_S II (l — Z—z-‘gz) Hk(s) st Oe {}.,-,}

O<;'n</‘nk N

hi(s) = )
1—-1—d-l~~ H;(s) si 0¢ {1}
i) e
Jn ”"k . n
y puesto que, segin la condicién 3.” del lema suponemos que Z(s) = 0,
para s € G; resulta, finalmente, que H, (s) es un polinomio de DIRICH-
LET correspondiente a los | + Z,] < p,,.

Por otra parte del lema 1 se deduce facilmente que lim H,(s) = F(s)
uniformemente en el interior de G,. Lo cual term na la demostracién
del lema 2.

4. Pasemos ahora a la demostracién del teorema I. En primer
lugar, segun la condicién segunda para todo valor £, > 0 podremos
determinar un ¢. (s) e E tal que, para |o| <gy fo <t <ify+ b con
b>2xnD

(4.1) [F(s) — @ifs) | < 2¢7 00
por lo tanto, puede determinarse # suficientemente pequefia de
modo que si |og] << g — 7, entonces si sesy+ixD + DJ 4+ nU
se cumple la desigualdad (4,1).

De lo anterior resulta que

! lr\ (F(so +iaD - u) —@,(so+1aD + u)) Qr (u) du| < Ne=Fbio
Jr

pero por otra parte es conocido el hecho que segun la teoria de la
transformacién de I,APLACE

@(so+ D + u)Qp(u)du = 0

r

[
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para todo ¢(s) e E. Lo cual, unido a la desigualdad anterior, nos da
| & F(sy+ D+ u) Qu () du | < Ke~r.,
Jr

Eligiendo 7 inferior a la 4 que interviene en la definicién de la condi-
cién B(g, p(£)) resulta, teniendo en cuenta el teorema 2.2.VI de MAN-
DELBROJT [4], que

F (s + u)Q (1) du=0

r

—S

para |o| <g —h,t > = D. Y aplicando el lema 2 resulta que en el
interior de esta semifaja F(s) es el limite de una sucesién de poli-
nomios de DIRICHLET correspondientes a {4 2}, y este limite es
uniforme en todo dominio acotado interior a la semifaja citada.

Aplicando un resultado de Scrwartz [5] Propiete P VIII, pé-
gina: 135-136] vélido para cualquier rectingulo de lados paralelos
a los ejes y de altura superior a 2z, y teniende en cuenta que % puede
ser tan pequefia como se quicre, resulta que F(s) es igual a la suma
de dos funciones F.(s) y F,(s) tal que Fi(s) es holomorfa para ¢ > — g
y en cualquier dominio finito de este semiplano es el limite de poli-
nomios de DIRICHLET de la forma

o —A,s
Ya,e

mientras que Fs(s) es holomorfa en el semiplano ¢ < - g y en cual-
quier dominio finito de éste es el limite de polinomios de DIRICHLET
de la forma

Vb,
Y puesto que F(s) = Fi(s) + Fa(s), esto demuestra el teorema.

5. TeorREMA II. St con las wmismas hipitesis que el teovema I
suponemos, ademds, que el indice de condensacion 6 de {1} verifica
8 <g, entonces F(s) serd casi periddica en la totalidad de la faja |o| <g—.

DrMOSTRACION. Con las mismas notaciones que en el niimero
anterior resulta en realidad que la afirmacién del resultado de
ScHWARTZ es que Fy(s) puede representarse en el plano ¢ > — g por

Fy(s) = lim S,,(s)
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donde {n;} es una sucesién creciente de ntimeros naturales y donde
S,(s) son las sumas parciales de la serie de DIRICHLET de la forma

(5.1) Ya,e

Por otra parte, segun un resultado de POLYA-BERNSTEIN no se
restringe la gereralidad suponiendo que la sucesién {A,} es medible,
pues en caso contrario podra formarse una sucesién medible que con-
tenga {A,} de densidad igual a la densidad médxima de esta dltima y
del mismo indice de condensacion d.

Del hecho que F(s) es holomorfa en ¢ > — g razonando como
hace GAriIE [6] obtendremos una acotacién para lcs a, de (5,1)
de la forma

lanl < Ke*nl—g+d+e)

donde & > 0 es arbitraria. De esta acotacién se sigue inmediatamente,
puesto que suponemos {4,} de densidad maxima finita, que la serie
(5,1) es absolutamente convergente en ¢ > — g + 4.

Como puede demostrarse del mismo modo que Fy(s) es la suma
de una serie

E bn etns

absolutamente convergente para ¢ < g — 8. Y puesto que, segtn
indicamos, F(s) = Fy(s) + Fy(s), de un resultado clasico de la teoria
de las funciones casi periddicas resulta el teorema.

6. Definiendo ahora, siguiendo a MANDELBROJT la densidad
media superior de {4,} escribiremos

_ er(x)

D'=11m}
‘o

%

entonces puede demostrarse que existen sucesiones para las cuales

D' < D, donde como anteriormente D es la densidad méxima.
Por otra parte, sea

( 22 .

‘ =z17(1—72) si 0€ {4}
4 @) .

) =H(l—i—2) si0¢ {1

n
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y escribamos

L (s) = { A(2) e~ dz

Y0

entonces daremos la siguiente definicién:

DEFINICION DE LA CONDICION A. Si existe una funcién no cre-
ciente h(t) tal que lim A(}) =42 y

h <eg, log LW@))<p@t)+ M (M < <o)

~OC 7 X dx \
(p()) — log L(h(¢))) exp (—5{ ¢ — h() ) dt = oo

diremos que g, p (f) y {4,} verifican la condicién A(g, $(2), {1.}).

Con estas definiciones es suficiente suponer que en la condicién
2.9 del teorema I se cumple b> 27z D" en lugar de b > 2z D, y que
en la condicién 3.2 se cumple la hipétesis A(g, $(f), {4 }) en lugar de
la hipétesis B(g, $t)) para que la conclusién del teorema contintie
siendo valida.

7. Hasta ahora hemos supuesto en realidad que la clase de los
polinomios de DIRICHLET ¢(s) que hemos utilizado para representar
F(s) con una determinada b-precisién logaritmica eran correspon-
dientes a una sucesién de exponentes simétricas respecto al cero
Actualmente procederemos de un modo diferente:

Sea {4,} (— o < + oo) una sucesién tal que 4, < 0 para » < 0,
=0y A, >0 cuando >0, y 4, < A,.;. Entonces definiremos

la densidad méxima D,, media superior D, y el indice de condensacién
(n>0)

6, para {1} (» > 0), igual que lo hemos hecho anteriormente y la
densidad maxima D,, media superior D", y el indice de condensacién 6,
para {1} (n < 0) como las mismas cantidades definidas igual que
anteriormente correspondientes a {— 1,} (#n < 0).

Si ahora representamos por D y por D* la densidad maxima y la
densidad media superior de la sucesién formada por la reunién de
la {1,}(n> 0) y {— 4.}(n < 0) los elementos comunes, siendo contados
una sola vez es facil demostrar que

(7:1) D < Dl + D,
(7,2) D <D+ D,
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Ahora podemos enunciar y nos seria ficil demostrar, variando
la demostraciéon del teorema I, el

TeoreMA III. Si
10 {A}yestalqued, < 2,;1,2 =0,lim 4,= — oo, lim 4, = +

n—>—00 n—>+400
y Dy < o, Dy < oo
2.0 En la semifaja A = {|o| < g, t > 0}, F(s) es holomorfa y
los @(s) € E*(Y) la representan en A con una b-precision logaritmica p(2),
con b > 2xn(D; + D)

3.0 Se cumple la hipitesis B (g, p(¢))
entonces F(s) es holomorfa en la totalidad de la faja |o| < g.

OBSERVACION. En realidad, para la validez de este teorema es
suficiente suponer b > 2xn D, donde D es la cantidad definida en
este nimero y que interviene en la (7,1).

8. Igual que en el teorema II si suponemos las mismas hipéd-
tesis que en el teorema III y que ademas se cumple 6, + d, < 2¢g la
conclusién adicional serd: F(s) es casi periédica en

—g+61<0'<g'—'62.

Por otra parte, si en lugar de la densidad méxima se toma la
densidad media superior, puede obtenerse un resultado semejante
la teorema I1 y otro semejante al teorema III; para ello basta suponer
que la cantidad D definida en el niimero 7 y que interviene en la
desigualdad (7,2) cumple

n D <g, 22D < b,

y que en lugar de la hipétesis B (g, $(f)) se cumple una hipétesis
semejante a la 4 (g, p(¢), {A}).

(1) E- representa la clase de los polinomios de DIRICHLET coriespondientes
a la reunién de {i,} y de {— 4}.
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